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EJERCICIOS DE CÁLCULO MULTIVARIABLE 

1) Mediante una integral doble hallar el volumen del sólido limitado por las 
superficies: 


Si: z=x 2 +y 2 ; S 2 : z=2y 


Solución: 

i. Graficando las superficies en R 3 : 



ii. Hallando la proyección sobre el eje xy: (Haciendo zi=z 2 ) 

x 2 + y 2 - 2y 
x 2 + y 2 — 2y — 0 
x 2 + (y - l) 2 = 1 

iii. Gráfica de la región en xy: 
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Particularidad: y = 1 ± Vi - x 2 

Entonces la región en general queda descrita como: 

R = £(x, y, z ) e R 3 /— 1 < x < 1A1 — VT^-x 2 < y < 1 + ^Jl — x 2 Ax 2 + y 2 < z < 
Por lo tanto la integral queda expresada como: 


i í+Vi-x 2 


JJJ dV — j J 2 y — x 2 +y 2 dydx 


1 1-Vl-x 2 

Para resolver usamos coordenadas polares: 


T rans formación \ X rcos ^ 
1 ly = r sen 9 


r 2 — 2r sen 9 


r = 0 V r = 2 sen 9 


0 < r < 2 sen0 


0 < 9 < n 


1 l+Vl-x 2 


7T 2 sen 0 


J J 2 y — x 2 + y 2 dydx — j J (2r sen 6 — r 2 )rdrdd 


1 1-Vl-x 2 0 0 

7T 2 sen0 


= JJ (2r 2 sen 6 — r 3 ) drdO 


o o 


r 2sen0r 3 r 4 r 2send 

= J 3 TJ 0 


de 
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n 
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2 ) Sea T un rectángulo cuyos vértices son (1,2), (1,5), (3,2) y (3,5) en el plano uv 
y sea R la imagen de “T” en el plano xy; la transformación jacobiana es 


J(u,v) = 


2 1 
-1 3 


a) Graficar la región “R” 

b) Hallar el área de la región “R” 

Solución: 

a) Graficando “T” en las coordenadas uv: 



: J(u, v ) 


dx 

dx 

du 

dv 

dy 

dy 

du 

dv 


Como dato: 
] (u,v)= 2 




dx 

du 


2 
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dx . 

' S = 1 

. &=-l 

du 

. £ = 3 

di; 

Conclusión: 


Transformación ] 


x — 2u + v 


[y — —u + 3v 

A partir de las ecuaciones de transformación convertiremos las rectas (u,v) a (x,y) 
AB: U =1->^=1 

7 

BC: v=5^^ = 5 
CD: u=3^^ = 3 

7 

DA:v=2^^ = 2 

7 

Graficando “R” en las coordenadas xy: 



b) Hallando el área de la región: 

T — {(u, v ) E R 2 / 1 < u < 3A2 < v < 5} 
2 H = 7 


J(u, v ) = 

JT"-// 

1 2 

= J [7v J ]du 

i 2 

= [21 u j ] = 42 unidades 2 


-1 31 

3 5 

7dvdu 

R 12 

3 
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3) Mediante una integral doble hallar el área de la elipse de ecuación: 


x ¿ y 

— + T2 = 1 
a ¿ b ¿ 


Solución: 

i. Analizando la función: 


x 2 y 2 

—+ 7 ~2 = l^y = ±b 
a ¿ b ¿ 


1-^7 


Vi = ~ b 


ii. Graficando la región: 


1 - -ó A y2 = b 


1-ir 


D = \ (x,y) E R 2 /—a < x < a/\ — b 


N 


i —2 — y — b 


i - 


x z 

O* 
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f x 2 2b C i - 

= 2 b 1- 2 dx = — I V a2 — x 2 dx ... (/) 

-a ’ -o 

Haciendo : x = a senO -» dx = a cosddd ... (II) 
* x 2 = a 2 sen 2 6 ... (///) 

*x = a->a = a send 
n 

sen 9 — 1 -> = — 


7T 

2 


n 

* x = -a -> 6^ = - — 

n 

2 

2b f 

(III) y (II) en (/): — a 2 cos 2 dd0 
CL J 


= 2 ab 


í 

_n 

2 


eos 20 + 1 


d9 


n 

"2 


sen 29 [2 9(2 

= 2a¿[(—-— I + (— I ^)] = abn unidades ¿ 
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